代数表示理论的若干研究成果 by 林亚南 & 谭绍滨
第 40 卷　第 2 期 厦门大学学报 (自然科学版) V o l. 40　N o. 2
　2001 年 3 月 Jou rnal of X iam en U n iversity (N atu ra l Science) M ar. 2001　
文章编号: 043820479 (2001) 0220173209
代数表示理论的若干研究成果
收稿日期: 2001202215
基金项目: 国家自然科学基金资助项目 (19771070, 10071061, 10071062)




关键词: H ammock; 偏序集; 超环面李代数; T KK 代数; 顶点算子表示
中图分类号: O 153. 3 文献标识码: A 　　　　　　　　　　　　　　　
在当代数学研究趋于各学科互相交叉与大统一的发展过程中, 代数表示理论更具生机活
力, 发展迅速, 成为国际代数学研究的主流方向之一.
有限维代数的表示理论是 70 年代兴起的一个代数重要分支, 它以与李理论、量子群、群表
示等经典理论为背景, 与不变量以及物理学的若干方向均有紧密联系. 主要研究有限维结合代
数及有限维表示, 刻划全体模范畴的结构. 由于A u slander, R eiten 等人的工作, 人们认识到几
乎可裂序列是构成代数的模范畴的基本因子,A u slander2R eiten 箭图是代数系统的表示范畴
的基本几何形状. 由B renner, H appel, R ingel 和Bongatz 等人给出公理化定义和基本性质的倾
斜理论, 成为有限维代数表示理论的核心内容与主要工具. 后来由此基础上H appel 的导出范
畴理论, R ingel 指出拟遗传代数的特征模, 特别是代数群, 量子群中特征模的发现与研究, 使得
倾斜理论得到丰富和发展. 1998 年挪威著名的数学家R eiten 在国际数学家大会的 45 分钟报
告“倾斜理论与拟倾斜代数”后, 有系列问题引起更多人的关注. 由前苏联的基辅学派Ro iter,
N azarova, D rozd 和 Zavadsk ij 等人建立的偏序集的表示与一些基本算法, 导出了诸如 T am e2
W ild 分类等许多有限维代数表示的重要结论. 与这些算法紧密联系且与加法函数相关的
H ammock 以及H ammock 分解理论, 也有一些富有挑战性的问题. 70 年代初, Gab riel 发现了
代数闭域上 (基的连通的)有限表示型的遗传代数的不可分解表示的维数向量与相应的复半单
李代数的正根之间存在着一一对应. 后来R ingel, Kac 等人将其推广到无限型遗传代数的不可
分解表示与相应 Kac2M oody 代数正实根的对应关系. 90 年代, R ingel 等人用 H all 代数为工
具, 从有限维代数表示范畴的结构和性质实现和描述了相应的复半单李代数和Kac2M oody 代
数. 从与遗传代数接近的Canon ical 代数出发, 利用H all 代数的方法, 构造一类新的李代数, 这
一试图将进一步建立有限维代数的表示理论与李代数的表示理论的进一步的本质联系. 有限
维代数表示理论对有限群的表示理论也发生了深刻影响, 象群表示论的专家Green 和A lperin
等都对有限维代数表示理论发生了浓厚兴趣. 群表示与有限维代数表示的结合已成为一种新
趋势. 在有限维代数的表示理论领域, 国际上目前的研究情况与趋势大体可以分为两个方面.
一方面是本领域内部课题的研究. 例如: 1) 关于 T am e 型与W ild 型代数的分类特征的刻划最
近有了新的进展, R ingel 提出了控制野代数的概念并试图证明它与野型代数是重合的. 2)关于
倾斜理论, R eiten 在 ICM 的 45 分钟报告中有系统的总结与阐述, 并提出了一些新的课题. 3)
对一些具体的代数类的表示的研究取得一些满意的进展, 例如加拿大与墨西哥研究群体对倾
斜 String 代数, b isera l 代数的刻划, 德国与波兰研究群体对具多项式增长的 T am e 代数的研
究. 4)用代数几何的工具来考察图的表示理论也是具有初步的效果. 另一方面是与本领域外部
的联系并试图开拓新的研究领域. 例如: 1)从代数的A u slander2R eiten 箭图到导出范畴与三角
范畴, 通过H all 代数实现复半单李代数和 Kac2M oody 代数, 并实现与量子群的联系; 2) 从倾
斜模到拟遗传代数中占非常重要地位的特征表示, 以及英国数学家等对代数群, 对称群, 约化
群的有理模范畴, 李代数中范畴O 的特征模的发现与研究; 3) 李理论中高权范畴中出现的拟
遗传代数, 拟遗传代数的正合Bo rel 子代数与三角分解, 以及与量子群相关的 q2schu r 代数, 几
何中出现的 Ko szu l 代数, 统计力学中的 Part it ion 代数, 纽结理论中的H ecke 代数的联系. 这
些本领域内的研究和与其它领域交叉的联系与研究, 均给有限维代数的表示理论注入生机活
力.
Kac2M oody 代数是由 Kac 和M oody 在 60 年代末分别独立创立的一类无穷维李代数. 由
于该代数及其表示理论在数论, 量子群, 非线性发展方程, st ring 理论及量子场论等学科中的
广泛应用, 对这一课题特别是顶点算子表示理论的研究已成为代数学的一个重要研究方向.
1978 年L epow sky,W ilson 利用 Kac2M oody 代数的主H eisenberg 代数 Fock 模表示与顶点算
子首次构成出了仿 Kac2M oody 代数A (1)1 的一个基本表示. 对其它所有 simp ly2laced 仿 Kac2
M oody 代数, 类似的构成由 Kac, Kazhdan,L epow sky 和W ilson 在 1981 年给出. 与此同时, 利
用 Kac2M oody 代数的齐次H eisenberg 代数 Fock 模表示, F renkel, Kac 及 Segal 分别独立给
出了相应的仿 Kac2M oody 代数的非扭顶点算子表示. 无穷维李代数的顶点算子表示理论在许
多过去看来无关的学科中得到了重要应用. 我们知道 Ko rtew eg2de V ries 方程是非线性发展
方程中一个非常重要的模型. 近几十来吸引了许多数学与物理学家的关注. 1981 年D ate,
J im bo , Kash iw ara 和M iw a 利用L epow sky 和W ilson 的顶点算子表示发现某些对称性可以通
过对应于A (1)1 的无穷维李群来得到. 而相应的一般的仿Kac2M oody 代数的顶点算子表示则可
以用来研究一类广泛的KdV 型方程族的对称性并给出它们的孤子解. 1986 年Bo rcherds 提出
了顶点代数的概念, 另外 F renkel, L epow sky 和M eu rm en 提出的顶点算子代数的概念. 这些
崭新的理论给无穷维李代数的研究又开拓了一个新的研究领域. F renkel, L epow sky 和
M eu rm en 应用顶点算子代数的理论解决了M ckay2T homp son 猜测, 而Bo rcherds 应用顶点代
数与相关结果解决了群论与数论中著名的Conw ay2N o rton 猜测并获得 98 年度菲尔茨奖. 自
Kac2M oody 代数出现以来, 各类新型的无穷维李代数不断从不同学科或不同角度提出. 相应
的顶点算子表示理论也得到了广泛关注. 例如: 1) 在奇异点理论的研究中 Slodow y 推广广义
Cartan 矩阵定义了广义交叉矩阵. 由此提出了 G IM 与 IM 代数. 事实上它们的 doub le 给出通
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常的 Kac2M oody 代数. 为了说明该代数是非平凡的,M oody 等在 1992 年利用顶点算子构成
出了它们的一个非平凡表示由此证明了这一类代数是非平凡的. 同时提出了该类代数的许多
表示论问题. 2)超环面李代数是非扭仿 Kac2M oody 代数最自然的推广. 我们知道 loop 代数的
泛中心扩张给出非扭仿 Kac2M oody 代数. 而超环面李代数是 to ru s 代数的泛中心扩张. 它和
仿 Kac2M oody 代数的最大差别是其中心是无穷维的. 这一新型的无穷维李代数是由M oody,
R ao 及 Yokonum a 在 1990 年提出并首次给出了它们的一类非扭顶点算子表示. 至今关于它们
的高阶表示, 非 simp ly2laced 超环面李代数的顶点算子表示还有许多公开问题. 3) 最近由
A llison, Berm an 等提出了另一类被称为广义仿射李代数或椭园型拟单李代数的无穷维李代
数. 它包含了所有有限维单李代数, 全部非扭仿 Kac2M oody 代数, 超环面与量子化超环面李代
数. 同时还包含了一类带 Jo rdan 代数结构的 T its2Kan to r2Kocher 李代数. 有关这些新型的无
穷维李代数的忠实表示构造方法及模分类的结果还很少. 所有这些新型的广义Kac2M oody 代
数本身的代数结构, 中心扩张,W eyl 群, 及顶点算子表示表示理论及在数论, 非线性发展方程
孤立子理论中的应用还处于初步阶段. 这些问题无疑是数学界追求的目标之一. 另外关于这些
广义 Kac2M oody 代数的顶点算子表示研究无疑将从另一角度给出顶点算子代数的有趣例子.
1　H amm ock 的分解和偏序集的表示
一个左 hammock 是具有一个源点 Ξ 的变换箭图和它上面的一个加法函数 h (称为
hammock 函数) , 满足 h (Ξ) = 1, 对所有的投射点 p 有 h (p ) = ∑
y→p
h (y ) , 对所有的入射点 q 有
h (q) ≥∑
y→q
h (y ). 薄的左 hammock (即对每个投射点 p , 有 h (p ) = 1 )和偏序集的表示理论之
间有非常紧密的联系. R ingel 与V o ssieck 证明了: 具有有限个投射点的薄左 hammock 恰好是
偏序集 S 的空间范畴 S 2sp ace 的A u slander2R eiten 箭图的予投射分支. 对于给定的 具有有
限个投射点的薄左 hammockH , 我们可以构造对应的偏序集.
偏序集的表示首先由N azavova2Ro iter, Gab riel 引进. N azarova2Ro iter 所在的基辅学派的
工作强有力地说明了偏序集的表示理论的重要性. N azarova2Ro iter 在解决B rauer2T h rall 第
二猜想时的重要技巧是将代数的表示归结为偏序集的表示. 偏序集的表示理论研究本身也出
现了一批令人振奋的重要成果, 包括 K lejner 给出的有限表示型的判定法则,N azarova 给出的
tam e 型的偏序集的判定法则和N azarova2Zavadsk ij 关于有限增长的偏序集的判定法则. 在偏
序集的表示理论中, 有两个起核心作用的算法: N azarova2Ro iter 算法和 Zavadsk ij 算法. 它们
都是将一个偏序集 S 的表示范畴 S 2sp ace 递归化为一个较小维数的偏序集S ′的表示范畴
S ′2sp ace. N azarova2Ro iter 算法是对偏序集S 的极大元 a 做所谓的微分算法得到偏序集S ′
= a5S . Zavadsk ij 算法是对 S 的一个合适元素对 (a, b) 做微分算法得到偏序集S ′= 5(a, b)S . 本
节叙述的是关于 hammock 的分解以及与偏序集的两个算法的联系的研究结果.
定理 1　设H 是一个左 hamm ock, 其源点是 Ξ, 其 hammock 函数是 hH. 若 p (a) ≠ Ξ是H
的投射点, 则
1) aH = {x ∈H ûHom k (H ) (p (a) , x ) ≠0} 是以p (a) 为源点的左hammock, 其hamm ock 函
数是
　h (
aH ) = dim kHom k (H ) (p (a) , - ) = dim kHom k (H ) (Ξ, - ) p (a)
此处Hom k (H ) (x , y ) p (a) 表示Hom k (H ) (x , y ) 中可以经过 p (a) 分解的所有同态映射.
·571·第 2 期　　　　　　　　　　　林亚南等: 代数表示理论的若干研究成果　　　　　　　　　　　　　　
2)H öaH = {x ∈H ûhH (x ) - h (aH ) ≠ 0} 是源点为 Ξ的左 hamm ock, 其 hammock 函数是
　hH öaH = hH - h (aH ) = dim kHom k (H ) (Ξ, - ) - dim kHom k (H ) (Ξ, - ) p (a).
由定理1, 我们可以指出代数表示论中自然出现的更多的hammock. 当N 为不可分解投射
模的特殊情况时, 下面的定理是文献[ 1 ] 的主要结果.
定理 2　设A 是直向代数, P (a) 是不可分解投射A - 模. 设N 是一个不可分解A 2模, 满
足Hom A (P (a) ,N ) ≠ 0 和Hom A (P (a) , ΣN ) = 0. 固定 0 ≠ Υ∈Hom A (P (a) ,N ). 则
1) # A 的满变换子图N H = {X ûHom A (Υ, X ) ≠ 0} 是一个 hammock, 其 hamm ock 函数是
h (
N H )
(X ) = d im kHom A (p (a) , X ) - d im kCoker Hom A (Υ, X ) = d im kHom A (N , X ) -
d im kHom A (CokerΥ, X ).
2) # A 的满变换子图H öN H = {X ûCoker Hom A (Υ, X ) ≠ 0} 是一个hammock, 其hammock
函数是 h (H öN H ) (X ) = dim kCoker Hom A (Υ, X ).
设H ,A ,B 分别是左 hamm ock, 它们的 hammock 函数分别是 hH , hA , hB. 称H 可以分解为
A 与B 如果: 1)A 和B 都是H 的变换子图; 2)H 的点集是A 与B 的点集的并集; 3) 对于 x ∈
H , 有 hH (x ) = hA (x ) + hB (x ). 下面的定理说明 hammock 的分解只能是定理 1 的形式.
定理 3　设H ,A ,B 是左 hammock, 如果H 可以分解为A 和B , 那么存在H 的投射点 p ,
使得A µ H öpH ,B µ pH .
定理 4　设H 是一个左hammock, 其源点是Ξ, 汇点是Ξ′, 其hammock 函数是hH. 设p (a)
是一个异于 Ξ的投射点, q (b) 是一个异于 Ξ′的入射点. 若Hom kHom k (H ) (p (b) , p (a) ) ≠ 0. 则
1) aH b = {x ∈H ûHom k (H ) (p (a) , q (b) ) {x } ≠ 0}
是一个 hamm ock, 其 hammock 函数是
　h (
aH b) = dim kHom k (H ) (p (a) , - ) - dim kHom k (H ) (p (a) , - )M b=
　　　　　dim kHom k (H ) (- , q (b) ) - d im kHom k (H ) (- , q (b) ) aM.
no inden t 这里M b 是 k (H ) 中满足Hom k (H ) (x , q (b) ) = 0 的对象 x 的类, aM 是 k (H ) 中满足
Hom k (H ) (p (a) , x ) = 0 的对象 x 的类.
2) aH b = (aH ) b = a (H b) = (aH ) ∩ (H b).
设H 是只有有限个投射点的薄的左hammock, Λ是H 的投射入射点, Λ+ = {Ε}. 如果Λ- =
{ΣΕ}, 我们称子图 H ø{Λ} 是对应于 Ε的“几乎”hammock. 如果 L 是 H 的相对于 Ε的“几
乎”hammock, 我们记H = L {Λ}, Λ+ = {Ε}.
定理 5　设H 是一个只有有限个投射点的薄的左 hammock, 其源点是 Ξ, 汇点是 Ξ′, 其
hammock 函数是 hH. S : = S (H ) 是对应于H 的偏序集. 设 p (a) 是一个异于 Ξ的投射点, q (b)
是一个异于 Ξ′的入射点. 若 a 与 b 在 S 中是不可比较的. 则
　H öaH b = {x ∈H ûhH (x ) - h (aH b) (x ) ≠ 0}
是一个对应于p (a , b) 的“几乎”左hammock. 为方便计, 我们用aH ◇b 表示左hamm ock (H öaH b)






hH - h (aH b) 如果 x ∈H öaH b
1 如果 x = Λ
下面的结果表明: H amm ock 的分解可以实现N azarova2Ro iter 算法和 Zavadsk ij 算法, 并
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将这两个算法关于“极大”和“极小点”的限制推广到任意点.
定理 6　设H 是源点为 Ξ的 hammock, S (H ) 是对应于H 的偏序集. 设 p (a) 是H 的异
于 Ξ的投射点. 则 S (aH ) 可以从 S 经过一系列N az a rova2R oiter 的算法所导出.
确切地说, 存在点的有限序列 x 1, x 2, ⋯, x l = p (a) 和偏序集的有限序列 S a = S (H ) ,
S 2, ⋯, S l, 使得
1) x i 是 S i 的极大元, i = 1, 2, ⋯, l;
2) S i = x i- 15S i- 1, i = 2, ⋯, l. 即 S i 是从 S i- 1 经过相对于 x i- 1 的微分算法得到;
3) S l = S (aH ).
定理 7　设H 是一个只有有限个投射点的薄的左 hammock, 其源点是 Ξ, 汇点是 Ξ′, 其
hammock 函数是 hH. S : = S (H ) 是对应于H 的偏序集. 设 p (a) 是一个异于 Ξ的投射点,
q (b) 是一个异于 Ξ′的入射点. 设 a 与 b 在 S 中是不可比较的. 用 S (aH ◇b ) 表示对应于左
hammockaH ◇b 的偏序集. 则 S (aH ◇b ) 可以从 S (H ) 经过一系列 Zavadsk ij 算法所导出.
确切地说, 存在有限点对序列 (c1, d 1) , (c2, d 2) , ⋯, (cl, d l) = (a , b) 和偏序集的有限序列
S a = S (H ) , S 2, ⋯, S l, 使得
1) (ci, d i) 是 S i 的合适点对, i = 1, 2, ⋯, l;
2) S i = 5(ci- 1, d i- 1S i- 1, i = 2, ⋯, l. 即S i 是从S i- 1 经过相对于点对 (ci- 1, d i- 1) 的微分算
法得到;
3) S l = S (aH ◇b ).
2　超环面李代数及表示
设A 为复数域C 上的任意带单位交换代数. 取定A 的一组基{f i}. 设 F 为由元素{df i} 生
成的自由左A 2模. 对任意 f , g ∈A 定义 f (dg ) = (dg ) f , 则F 成为一个双边A 2模. 定义C 2线
性映射 d: A → F 满足∑a1f i →∑a idf i, 其中 a i ∈ C. 设 K 为由元素 d (f g ) - (df ) g -
f (dg ) , f , g ∈A , 生成的A 2子模. 记 8 A = F öK , 则标准商映射: f → df + K 正好为微分映射
d : A → 8 A.
引理 8　设M 为任意A 2模,D : A →M 为求导算子. 则存在唯一的A 2模映射 f : 8 A →M
使得D = f ü d , 且D erC (A ,M ) ≌Hom A (8 A ,M ).
设 - : 8 A → 8 A ödA 为标准映射. 若 g 为C 上的有限维单李代数. 对任意C 上完全李代数
L , 我们称李代数Lδ为L 的非平凡中心扩张, 如果Lδ也是完全李代数并且有满同态映射Á : Lδ→
L , 使得KerÁ 含在Lδ的中心之中. 另外我们称L 的一个非平凡扩张Lδ为泛中心扩张, 如果对L
的任何非平凡扩张L 0 及相应的满同态映射Ω: L 0 →L , 存在唯一的同态映射Π: Lδ→L 0, 使得Á
= Ωü Π. 众所周知, 任何完全李代数都存在唯一的一个泛中心扩张. 此圈代数 g á CA 存在泛中
心扩张. Kassel 及M oody 等证明了如下结果:
定理 9　设向量空间Gδ = g á CA Ý 8 A ödA , 及李运算
　[g, 8 A ödA ] = 0, [x á f , y á g ] = [x , y ] á f g + (x , y ) (d f ) g
其中 x , y ∈ g , f , g ∈A . 则 g 成为一个李代数, 且 g 为圈代数 g á A 的泛中心扩张.
在本文中我们将只考虑A = C [ t±10 , ⋯, t±1Μ ] 为L au ren t 多项式代数的情形. 此时 8 A ödA =
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span{C i (m 0, ⋯,m Μ) = tm 00 ⋯tm ΜΜ ( t- 1i d t i) ûm i ∈Z , i = 0, 1, ⋯, Μ} 且满足∑
Μ
i= 0
m iC i (m 0, ⋯,m Μ) = 0.
设 d i ( i = 0, 1, ⋯, Μ) 为A 的度导子. 则D = span{d 0,D i (n0, ⋯, nΜ) : = tn00 ⋯tnΜΜd iû i = 0, 1, ⋯,
Μ, n0, ⋯, nΜ∈ Z } 为A 的导子代数D erA 的子代数. 定义李代数
　g = g Ý D = g á CA Ý 8 A ödA Ý D
及李运算
　[x á f , y á g ] = [x , y ] á f g + (x , y ) (d f ) g
　[g, 8 A ödA ] = 0, [D , x á f ] = x á D f
　[D i (m 0, ⋯,m Μ) , C j (n0, ⋯, n v) ] =
　　　n iC j (m 0 + n0, ⋯,m Μ+ nΜ) + ∆ij ∑
0≤l≤Μ
m lC l (m 0 + n0, ⋯,m Μ+ nΜ)
其中 1 ≤ i ≤ Μ, 0 ≤ j ≤ Μ.
　[D i (m 0, ⋯,m Μ) ,D j (n0, ⋯, nΜ) ] =
　　　n iD j (m 0 + n0, ⋯,m Μ+ nΜ) - m jD i (m 0 + n0, ⋯,m Μ+ nΜ) -
　　　n im j ∑
0≤l≤Μ
m lC l (m 0 + n0, ⋯,m Μ+ nΜ)
其中 1 ≤ i, j ≤ Μ. 当 Μ= 0 时, g 正好为通常的非扭仿Kac2M oody 代数. 而当 Μ≥ 1 时我们称 g
为超环面李代数. 关于AD E 型超环面李代数最先由M oody 等研究, 并给出了它们的齐次顶点
算子表示. 我们给出了相应的主顶点算子表示. 下面我们讨论A 1 型超环面李代数的主顶点算
子表示.
设 # = Z Α1 Ý (Ý Μi= 1 (Z ci + Z d i) ) , 及对称双线性形式 (õ, õ) : # × # → Z 满足 (Α1, Α1) =
2, (ci, d j ) = ∆ij , 其它为零. 设H 为向量空间C á Z # 的仿射化李代数. Hδ = Hδ- Ý Z c Ý Hδ+ 为
H 的极大H eisenberg 子代数. 定义 Fock 空间M = C [# 0 ] á S (Hδ- ) , 其中C [# 0 ] = Ý Α∈# 0C e
Α
为 # 0 = Ý Μi= o (Z ci + Z d i) 上的群代数, 而S (Hδ- ) 为关于交换子代数Hδ- 上的对称代数. 对Α∈
Z Α1 + ∑
1≤i≤Μ
Z ci, Β∈ # Ý Z c0, 定义
　X Β(Α, z ) : = (- 1)
(Α, Α)
2 eΑz 2ΑE - (Α, - z ) Β(- z ) E + (Α, - z )
其中 Β(z ) = ∑
j∈Z




z - j . X Β(Α, z ) 中算
子 eΑ, z Α∈ (EndM ) [z , z - 1 ] 满足
　eΑõ (eΧ á u ) = eΧ+ ∑ (Α, d i) ci á u , z Αõ (eΧ á u ) = z (Α, Χ) eΧ á u
显然X Β (Α, z ) 可形式地展开为X Β(Α, z ) = ∑
j∈Z
x Β( j , Α) z - j , 其中系数 x Β( j , Α) ∈ EndM , j ∈ Z.
定理 10　 设L 为自由作用在 Fock 空间M 的算子族: x Α1 (2n + 1, ∑m ici) , x c0 (n , Α1 +
∑m ici) , x cj (2n , ∑m ici) , x dk (2n , ∑m ici) , n ,m i ∈ Z , 0 ≤ j ≤ Μ, 1 ≤ k ≤ Μ张成的向量空间.




(Z ci + Z d i). 记M (Κ) : = eΚ+ ∑1≤i≤Μ




(Z ci + Z d i) ,M (Κ) 为A 1 型超环面李代数 g的不可约模, 且Fock
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空间M = Ý n i∈Z , 1≤i≤ΜM ∑
1≤i≤Μ
n id i 为 g 的完全可约模.
设 ΠΚ: g → EndM (Κ) 为由 g - 模M (Κ) 导出的表示. 记 Ker (ΠΚ) 为表示 ΠΚ的核.
定理 12　子空间 Ker (ΠΚ) 的维数为 Μ, 且 Ker (ΠΚ) 由算子 ci (0) - 2 (Κ, ci) c0, 1 ≤ i ≤ Μ张
成. 而 Fock 空间M 给出了A 1 型超环面李代数 g 的一个忠实表示.
3　T KK 代数中心扩张与表示
设 T 为任意 Jo rdan 代数. T 的内导子为 Inder (T ) = ∑
i
[L a i ,L bi ]ûa i, bi ∈ T , 其中L a,
a ∈ T , 为 Jo rdan 代数 T 上的左乘算子. 定义李代数 g (T ) = (sl2 (C ) á T ) Ý Inder (T ) , 及李
运算
　[A á a ,B á b ] = [A ,B ] á ab + (A ,B ) [L a ,L b ]
　[D ,A á a ] = A á D a , [D , [L a ,L b ] ] = [L D a ,L b ] + [L a ,L D b ]
其中 A ,B ∈ sl2 (C ) , a , b ∈ T ,D ∈ Inder (T ). 我们称 g (T ) 为由 Jo rdan 代数 T 得到的
T its2Kan to r2Koecher 代数 (或简称 T KK 代数). 设 I 为张量积 T á T 的子空间, 其由元素 a á
b + b á a , ab á c + bc á a , ca á b, a , b, c ∈ T 张成. 考虑商空间 < T , T > : = L á T öI , 并
记 < a , b > = a á b + I. 定义代数 gδ(T ) : = (sl2 (C ) á T ) Ý < T , T > , 及反对称运算:
　[A á a ,B á b ] = [A ,B ] á ab + (A ,B ) < a , b >
　[a, b,A á c ] = A á [L a ,L b ]c, [ < a , b > , < c, d > ] =
　　　　　　　　 < [L a,L b ]c, d > + < c, [L a ,L b ]d >
其中A ,B ∈ sl2 (C ) , a , b ∈ T ,D in Inder (T ).
定理 13　gδ(T ) 为李代数, 且为 T KK 代数 g (T ) 的泛中心扩张.
设 Μ≥ 1 为任意整数. 称子集S < R Μ为R Μ的一个半格, 如果S 为张成R Μ的离散集, 且满足
0 ∈ S , S = - S , S + 2S < S. 设 + = < S > 为由集合 S 生成的R Μ中子群. 则有 S = ∪mi= 0S i,
其中S i 为 2+ 在+ 中的陪集且S 0 = 2+. 考虑向量空间T = T (S ) = Ý Ρ∈SC x Ρ, 及乘法运算: x Ρx Σ
= x Ρ+ Σ 如果 Ρ, Σ∈S 0 ∪S i, 而其它情形 x Ρx Σ = 0. 则 T = T (S ) 成为一个 Jo rdan 代数. 这里我
们考虑R Μ中的最小半格S. 此时我们可设 + = 2Z 2, 且半格S 由 + , + + ∆1, + + ∆2 组成, 其中∆1
= (1, 0) , ∆2 = (0, 1) ∈R 2. 关于 Jo rdan 代数 T 的自然 Z 22分次 T = Ý Ρ∈Z 2T Ρ 定义分次导子,
d i: d iy = (Ρõ ∆i) y , (y ∈ T Ρ) , 其中õ 为R 2 中内积. 记D er (T ) 为 Jo rdan 代数 T 的导子全体.
定理 14　D er (T ) = Ý Ρ∈Z 2D er (T ) Ρ, 其中D er (T ) Ρ = C x Ρd 1 + C x Ρd 2 如果 Ρ∈ +; D er (T ) Ρ
= 0 如果 Ρ ∈ (+ + ∆1) ∪ (+ + ∆2) ; D er (T ) Ρ = C [L x ∆,L x Ρ- ∆1 ] 如果 Ρ ∈ + + ∆1 + ∆2. 并且
D er (T ) = Inder (T ) Ý O u tder (T ) , 其中 Inder (T ) = [L T ,L T ],O u tder (T ) = span{x Ρd iû i = 1,
2, Ρ∈ +}.
设 H C 1 (T ) 为Connes 循环上同调. 则H C 1 (T ) = {∑
i∈I
< a i, bi > ∑
i∈I
[L a i ,L bi ]= 0, a i, bi
∈ T , I 为任意有限指标集}. 并且H C 1 (T ) = Ý Ρ∈Z 2H C 1 (T ) Ρ, 其中H C 1 (T ) Ρ = C < x ∆1 , x Ρ- ∆1 >
+ C < x ∆2, x Ρ- ∆2 > 如果 Ρ∈ +; H C 1 (T ) Ρ = 0 如果 Ρ | +. 特别地, d im H C 1 (T ) Ρ = 2 如果 Ρ =
0; d im H C 1 (T ) Ρ = 1 如果 Ρ∈ +ø{0}; d im H C 1 (T ) Ρ = 0 如果 Ρ | +.
设H = C Α+ C c + C d 为 3 维向量空间. + = Z Α+ Z c + Z d , (õ, õ) 为H 上的对称双线
性形式, 满足 (Α, Α) = (c, d ) = 4, 其它为零. 设 H 为 H 的仿射化李代数. Hδ = sp an{Α(m ) ,
·971·第 2 期　　　　　　　　　　　林亚南等: 代数表示理论的若干研究成果　　　　　　　　　　　　　　
c (2m ) , d (2m ) , c0ûm ∈ Z }, H = H - + C c0 + H + 为 H 中极大 H eisenberg 代数. 设
S (H - ) 为H - 上的对称代数. 这里我们要求中心 c0 在S (H - ) 上作用为
1
2
. 设Ε: # × # →
{± 1} 为 22上循环, 满足
　Ε(Χ+ Λ, Κ) = Ε(Χ, Κ) Ε(Λ, Κ) , Ε(Χ, Λ + Κ) = Ε(Χ, Λ) Ε(Χ, Κ)
且 Ε(Α, c) = - 1, 而 Ε(x , y ) = 1 当 (x , y ) ≠ (Α, c) , 其中 x , y ∈ {Α, c, d }. 定义群代数 C [# ]
= Ý Χ∈#C eΧ, 及乘法 eΧeΛ = Ε(Χ, Λ) eΧ+ Λ. 设 Ξj , j ∈ 2Z + 1, 为C liffo rd 代数W 的生成元, 满足
{Ξi, Ξj } = - 2∆i+ j , 0. 设 + (W - ) 为由 Ξj , j < 0 生成的外代数, 其为C liffo rd 代数W 的不可约
表示. 定义 Fock 空间V : = C [# ] á S (H - ) á + (W - )A # , 及作用 a (0). eΧ =
1
2
(a , Χ) eΧ, a
∈H , Χ∈ #. 定义顶点算子:
　X 0 (Χ, z ) = eΧz ΧE - (Χ, z ) E + (Χ, z ) , X 1 (z ) = E -1 (z )X 0 (Χ, z ) E 1+ (z )
　X 2 (z ) = eΑz ΑE -2 (z )X 0 (Χ, z ) E +2 (z ) , Α(z ) = ∑
j∈Z
Α( j ) z - j ,W (z ) = ∑
j∈2Z + 1
Ξjz - j




, E ±i (z ) = exp - ∑
k∈ (2Z + 1) ±
Α(k )
k
, i = 1, 2.
定理15　Fock 空间V 上的顶点算子X 0 (Χ, z ) Α(z ) , X 1 (Χ, z )W (z ) , X 2 (Χ, z )W (z ) , Χ∈2Z c
的系数算子生成一个李代数, 该代数同构于 TKK 代数 g (T ) 的泛中心扩张.
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Som e N ew R esu lts on R ep resen tat ion T heo ry of A lgeb ras
L IN Ya2nan, TAN Shao2b in
(D ep t. of M ath. , X iam en U n iv. , X iam en 361005, Ch ina)
Abstract: Som e new resu lts in rep resen ta t ion theo ry of f in ite d im en sional a lgeb ras and
rep resen ta t ion theo ry of L ie algeb ras w ere described.
Key words: H ammock; part ia lly o rdered set; to ro idal L ie a lgeb ra; T KK algeb ra; vecto r
opera to r rep resen ta t ion
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